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隧洞工程弹性参数反演的可辨识性 
及量测优化布置探讨 

佘远国 1, 2，沈成武 1 

（1. 武汉理工大学 交通学院，武汉 430063；2. 武警武汉指挥学院，武汉 430064） 
 

摘  要：探讨依据完备的量测信息开展弹性参数反演的可辨识性及量测的优化布置，对于指导岩土工程反演实践具有重要的

实用价值。利用平面弹性复变函数方法和一般弹性理论，推导出任意形状隧洞的位移、应力解析表达式，基于隧洞围岩位移、

应力的解析解，依据参数可辨识条件和量测优化布置的最灵敏原则，探讨了地下隧洞工程弹性反演参数的可辨识性及测点优

化布置，并通过算例进行了验证。研究表明，依据完备的量测信息开展弹性反分析，只要测点布置方式适当、反演参数满足

相应的限定条件，可同时惟一辨识出 5 个参数 P、Q、M、E、 。参数反演的可辨识性受隧洞形状复杂性的影响，随着隧

洞复杂性的提高，参数可同时惟一辨识需满足的限制条件大为减少，对测点布置方式的要求也会降低。工程实践中，为避免

量测数据的少量误差导致反演计算结果的大幅度波动，测点（线）应根据最灵敏原则优化选择各反演参数的灵敏系数最大的

测点（线）组合进行量测布置。 
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Discussion of identifiability and optimal measured arrangement for elastic 
back-analysis of parameters in underground tunnel engineering 

 
SHE Yuan-guo1, 2，SHAN Cheng-wu1 

（1. School of Transportation, Wuhan University of Technology, Wuhan 430063, China;  
2. Wuhan Academy of Command, Chinese People’s Armed Police Force, Wuhan 430064, China） 

 

Abstract: Based on complete measurement information, it has important practical value for guiding back analysis practice in 
geotechnical engineering to study the identifiability and optimal measured arrangement of elastic back analysis of parameters. Via 
planar elastic function of complex variable technique and general elastic theory, the analytic formulas of displacement and stress are 
derived; and based on the displacement and disturbed stress solutions for the plane elasticity problems, this paper studies the 
identifiability and optimal measured arrangement of back analysis of elastic parameters by use of differentiability condition of 
parameters and most sensitive principle of optimal measured arrangement, and uses a simple example to validate the conclusion. The 
study shows, based on the complete measured information to carry out elastic back-analysis, the five parameters P, Q, M, E and  
can be identified uniquely under condition that the measured arrangement is appropriate and the parameters satisfy the restrictive 
conditions. The identifiability of inversion parameters is influenced by the shape complexity of tunnel; and with the shape 
complexity of tunnel increasing, the restrictive conditions of the parameters are decreased; the requirement for the measured 
arrangement is also reduced. To avoid the substantial fluctuation of inversion results arisen from a small error of measurement data in 
engineering practice, the combination of measured points (lines) which has the largest sensitivity coefficient value of each inversion 
parameter should be chosen as the optimal measured arrangement based on the most sensitive principle. 
Key words: underground tunnel; elastic back analysis; information completeness; identifiability; optimal arrangement 
 

1  引  言 

自 20 世纪 70 年代中后期以来，反分析得到长

足的发展并取得了令人瞩目的研究成果[1－9]。反演

问题存在不适定性[5]，仅依据现场实测位移值开展

反分析，无论量测点如何布置，地应力和弹性模量

同为未知量的反演不可惟一辨识[3, 6]。而工程实践

中，地应力和弹性模量的反演确定却为工程界所关
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心。文献[4，8]依据应力信息是独立于位移信息的

物理量特性，指出依据完备的量测信息（除位移量

测信息外，还采集了应力信息）可望惟一确定所有

待求参数，提出了据以同时反演初始地应力和弹性

参数的反分析方法，而对于依据完备的量测信息开

展弹性参数反演的可辨识性研究至今未见文献报

道。此外，量测信息一般都存在少量误差，据以进

行反演计算时常可导致结果大幅度的波动，使得反

分析结果难以切合实际。因此，探讨依据完备的量

测信息开展弹性参数反演的可辨识性及量测优化布

置，对于指导岩土工程反演实践具有重要的实用价

值。 
本文结合地下隧洞工程，利用平面弹性复变函

数方法和一般弹性理论推导出任意形状隧洞的位

移、应力解析表达式，基于隧洞围岩位移、应力的

解析解，依据参数可辨识条件和量测优化布置的最

灵敏原则，探讨了地下隧洞工程弹性参数反演的可

辨识性及测点优化布置，最后通过简单算例进行了

结论验证。 

2  隧洞工程的平面弹性复变函数解 

不失一般性，考虑洞边为自由边界的任意形状

隧洞，可设岩体内的竖直、水平和剪切初始地应力

分别为 P Q M、 、 ，则其隧道围岩的力学正分析在

力学上可化归为无限平面中的孔口问题，如图 1 所

示。 
 

 
图 1  地应力作用下的隧洞 

Fig.1  Tunnel under in-situ stress 
 
地下洞室的线弹性求解利用复变函数方法较为

方便，对于复杂孔形，为便于求解，首先采用保角

映射方法将 z 平面上给定孔的外域变换成另一复 
平面 上的单位圆外区域，再采用柯西积分解法寻

求满足孔边应力边界条件的复变函数解 ( )  、

( )  [5, 10－11]。 
对于图 1 所示的应力边值问题，其映射函数为

( )z   ，应力分量及位移分量的复变函数表示为 

( )4Re
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式中： 3 4   ；G 、  分别为剪切模量和泊松

比；Re[ ] 表示[ ]的实部； 0 ( )  、 0 ( )  为单位圆

外包括无穷远点在内的解析函数。 
利用应力边界条件，通过式(1)求解围岩应力 

场时，可将其分为两部分：一部分为隧洞开挖之前

就已存在的地应力场 ，即由 / 4 ( )P Q   和

( / 2 i ) ( )P Q M    所代表的应力场，另一部分则

为开挖引起的扰动应力场，即由 0 ( )  和 0 ( )  所代

表的应力场。因此，隧洞围岩扰动应力的求解公式

为 

0 ( )
4Re

( )x y
 

 
 

 
    

        （3） 

对于围岩位移场，人们所关心和所能观测到的

是由隧洞开挖所引起的围岩位移。隧洞开挖在力学

上意味着在周边作用有与原始地应力大小相等、方

向相反的分布应力，因此，围岩位移可看作是式(2)
求得的平面弹性复变函数位移减去未开挖隧洞前岩

体已完成的弹性位移，后者可用一般弹性理论求 
得，表达式为 

1i (1 2 ) i
2 2

P Q P Qu v z z M z
E

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                                       （4） 

开挖引起的围岩位移为式（2）与式（4）之差，

即 

0 0 0
1 ( )i ( ) ( ) ( )
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u v

E
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  （5） 

把复变函数解 0 ( )  、 0 ( )  代入式(5)，可求

得的围岩位移求解公式，简记为 

1
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式中： 1 6( ) ~ ( )f f  的具体表达式同文献[6, 11]。把

映 射 函 数 的 逆 函 数 1( )z  代 入 ( )if  ，

( ) ( )if     ，可得到 ( ) ( )i if F z  ， ( ) ( )if       
( )( 1,2, ,6)iF z i   。 ( ),  ( ),  ( )i i if F z F z  只是坐标的

函数，与孔洞形状有关，而与参数 P、Q、M、E 和

 无关。 
工程实际中容易量测的只是径向位移 ru ，根据

关系式 r cos sinu u v   （ 为测点与 x 坐标轴正

向的夹角）计算，具体表达式参见文献[6, 11]。对

于围岩扰动应力，工程实践中可量测到与应力增量

相应的主应力值，设为 1 2,    ，把复变函数解 0 ( ) 
代入式(3)，可得 

 
   

1 2 1

2 3

2( )Re ( )

        2( )Re ( ) 4 Re ( )
x y P Q F z

P Q F z M F z

         

  
   （7） 

3  5 参数反演的可辨识性及量测优化
布置探讨 

3.1  参数可辨识条件 
与参数可辨识条件紧密相关的一个概念是灵敏

系数。考虑模型 ( ;  ,  )X t   ，其中 X、 t 为自变

量；X 可以理解为位置坐标； t 为时间； 为参数

矢量； 为模型输出。灵敏系数是指由参数值的微

小变化而引起模型输出 值的变化率，设 关于第

i 个参数 i 的 1 阶偏导数为 i ix     ，则称 ix 为

参数 i 的灵敏系数。 
根据准则函数极小的充要条件可导出参数可辨

识条件[5]：在量测范围内，如果所有待求参数的灵

敏系数相互线性无关，则根据量测值可以同时惟一

地辨识出所有的参数。反之，如果参数的灵敏系数

线性相关，则不能同时惟一的辨识出所有参数。 
灵敏系数线性相关或线性无关的判别式为 

1
0, ( 1,2, , )

m
k

i
i i

c k n



 


        （8） 

式中： ic 为常数； i 为要辨识的m 个参数；n为量

测数量， n m≥ ； k 为第 k 点的模型输出。当

( 1,2, , )ic i m  中至少有一个不等于 0 的量使式（8）
成立，则灵敏系数间线性相关；当所有的

( 1,2, , )ic i m  均等于 0 时式（8）才成立，则线性

无关。 
对于依据完备的量测信息开展反分析，不妨设

前 ( )l l n 次量测为位移，其余 l n 次为扰动应力，

则根据准则函数： 

2

1
( )

n

k k
k

J y 


             （9） 

取得极小值的充要条件，按照文献[5]给出的推

导过程进行类似推导，可推导出上述参数可辨识条

件仍适用。此时，式(8)、(9)中的前 l 次量测输出 ky
及模型输出 k 与位移相对应，其余的输出与扰动应

力相对应。 
3.2  参数反演的可辨识性探讨 

考虑一般情况，反演参数为 P、Q、M、E 和 ，

模型输出 为径向位移 ru 及扰动应力 1 2  两类，

先分别求出 关于各参数的灵敏系数，再代入判别 

式 1 2 3 4 5 0c c c c c
P Q M E
    


    

    
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                                       （10） 

1 2 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) 0c c g z c c g z c g z        （11） 

式中：    ( ) Re ( ) cos Im ( ) sini i ig z w F z w F z   ；

Im[ ]表示[ ]的虚部。当 1,2,4,5i  时， 1 2w  ；当

3,6i  时， 1w  ，而  ( ) Re ( ) ,i ig z F z  ( 1, 2,3)i  。 
对于不同形状的隧洞及不同的测点布置方式，

相应的 1 6 1 3( ) ~ ( ),  ( ) ~ ( )g z g z g z g z 中线性无关的个

数不同，其中隧洞的不同形状对 1 6( ) ~ ( )g z g z 间及

1 3( ) ~ ( )g z g z 间的线性相关性影响很大。随着隧洞
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形状复杂性程度的提高 ， 1 6( ) ~ ( )g z g z 中及

1 3( ) ~ ( )g z g z 中线性无关的个数将增多。当隧洞形

状 的 复 杂 性 提 高 到 一 定 程 度 时 ， 相 应 的

1 6( ) ~ ( )g z g z 间及 1 3( ) ~ ( )g z g z 间均线性无关。 
这里先做一般性讨论，假定 1 6( ) ~ ( )g z g z 及

1 3( ) ~ ( )g z g z 都是线性无关的，由于式(10)、(11)
分别对所有位移测点及扰动应力测点都成立，只要

测点布置适当，且位移测点及扰动应力测点布置数

量足够时，可得到关于 1 5~c c 的线性方程组为 
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                                       （12） 

显然，工程实践中，P Q 、P Q－ 、M 中必然

存在不为 0 者（P 、Q、M 不可能全为 0），故由

式(12)可求得 1 2 3 4 5 0c c c c c     ，即参数可惟

一辨识。 
根据逆反分析法的原理，利用现场量测信息与

弹性反演参数之间的关系式(6)、(7)，通过矩阵求逆

可得出反演计算结果。显然，要惟一辨识出待求参

数，矩阵方程个数应不少于反演参数个数，即量测

信息总数应不少于弹性反演参数个数。仅依据现场

位移量测信息进行反演时，可得到关于 1 5~c c 的线

性方程组为式(12)中第 1～6 式，其中只有 4 个是独

立的，此时要使 1 5~c c 只有 0 解，即 5 参数可惟一

辨识，须至少有一个扰动应力增量量测信息作为补

充。同理，依据扰动应力增量量测信息进行反演时，

式(12)中第 7～9 式中独立方程的个数为 3，因此 5
参数可惟一辨识须至少有 2 个位移量测信息作为补

充。可见，5 参数可惟一辨识，完备的量测信息应

至少包含 1 个扰动应力增量量测信息、2 个位移量

测信息，且量测信息总数不应少于 5 个。 
工程实践中，与位移量测相比，应力量测有一

定难度。若扰动应力测点布置数目有限(少于 3)，由

式(11)可得到的独立线性方程的个数少于 3，对于其

反演参数的可辨识性，本文以扰动应力测点布置数

目为 1为例来加以探讨。不妨设扰动应力测点为 kz ，

将 kz z 代入式(11)，得到的线性方程为 

1 1 2 2 1

2 3 3

( ( ) ( ) ) ( ( )
     ( ) ) 2 ( ) 0

k k k

k k

c g z g z c g z
g z c g z

    
  

   （13） 

把式(13)与式（12）中第 1～6 式组合得到关于

1 5~c c 的线性方程组，其系数矩阵经初等行变换可

化为 

1 2 1 2 3

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

(1 ) 0 0 (1 )
0 (1 ) 0 (1 )
0 0 (1 ) (1 )

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) 0 0k k k k k

P Q
P Q

M
E P EP

E Q EQ
E M EM

g z g z g z g z g z

 

 
 

 
  
 
 

   
 

    
   
 

       

               （14） 

 
变换后，式(14)对应的线性方程组与原方程组

同解。 
显然，P、Q、M 不可能同时为 0，故 5 0c  。

把其代入式(14)可得到关于 1 4~c c 的线性方程组，其

系数矩阵行列式为 



2 3
1

2 3

(1 ) ( ) ( )
        ( ) ( ) 2 ( )

k

k k

E P Q g z
P Q g z Mg z

      

  
    （15） 
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由式(15)可知， 0  时，关于 1 4~c c 的线性方

程组只有 0 解。故对于仅取得 1 次扰动应力量测值

的隧洞反分析，只要测点布置适当，其中扰动应力

测点 kz 的布置应满足限制条件 1( ) ( )kP Q g z    
(P  2 3) ( ) 2 ( ) 0k kQ g z Mg z   ，参数 P、Q、M、E
和  可同时惟一辨识。 

由此，可得到一般性结论：对于隧洞形状复杂

性 达 到 一 定 程 度 的 弹 性 反 分 析 ， 相 应 的

1 6( ) ~ ( )g z g z 间及 1 3( ) ~ ( )g z g z 间均线性无关，只

要量测信息完备，测点布置适当时，可同时惟一辨

识 5 个参数 P、Q、M、E 和 。对于应力测点布置

数目少于 3 的隧洞反分析，要同时惟一辨识出参数

P、Q、M、E 和  ，扰动应力测点的适当布置应     
为至少布置一个满足限制条件 1( ) ( ) (kP Q g z P    

2 3) ( ) 2 ( ) 0k kQ g z Mg z   的测点。 
对于简单孔形，随着隧洞形状复杂性程度的降

低，相应的 1 6( ) ~ ( )g z g z 间、 1 3( ) ~ ( )g z g z 间线性

无关的个数减少，参数可同时惟一辨识需要满足的

限制条件增加，对测点布置方式的要求也会提高，

达到完备的量测信息所需的最少位移、扰动应力增

量量测信息个数也会有所不同。具体以圆孔为例进

行说明。 
对于圆形隧洞，映射函数为 z R ，其中R 为

圆孔的半径，相应的 1 6( ) ~ ( )f f  分别为 

1 2 3

4 5 2 3

6 2 3

i( ) 0;  ( ) ;  ( ) ;  

( ) ;  ( )  

i i( )

R Rf f f

R R Rf f

R Rf

  
 

 
  




 


   


    


  


    （16） 

经过换算得到 
2

1 2 2

2

3 2

2

1 2

2 2

3 4

4 2

5 3

2 4

6 3

( , ) 0;  ( , ) cos 2

( , ) sin 2

1( , ) 0;  ( , ) cos 2
2

1( , ) sin 2 ;  ( , )
2

1( , ) cos 2
2

( , ) sin 2  

Rg r g r
r

Rg r
r

Rg r g r
r

R Rg r g r
r r

R Rg r
rr

R Rg r
r r

  

 

  

  

 

 


   


   

  



  

 

   
  

 
   

  

    （17） 

式中： r 、 分别为 z 的模和辐角。 

由于仅 2 6( ) ~ ( )g z g z 间及 2 ( )g z 、 3( )g z 间是线

性无关的，由式(10)、(11)可得到的关于 1 5~c c 的线

性方程组为式(12)中第 2～6、8、9 式的组合。 
测点布置数量足够时，若不考虑测点布置方式

对参数辨识性的影响，由式(12)第 8、9 式可得

1 2c c ， 3 0c  ，将其代入式(12)的第 2～6 式可得 

4 52

4 52

1 4 52

4 52

4 52

1 1 8( )(3 4 ) ( ) 0 

1 1 8(3 4 ) 0

1 1 12 ( ) ( ) 0

1 1( ) ( ) 0

1 0

c P Q c P Q
EE

c M c M
EE

c c P Q c P Q
E EE

c P Q c P Q
EE

Mc M c
EE

 

 


 





        
     

       


      
   


  

                                       （18） 
考查式(18)第 3 式与其余任意 2 式组合构成的

方程组对应的系数矩阵行列式，可以得出以下结论：

当 P Q 或 0M  时，P、Q、M、E 和 的反演具

有惟一性；当P Q 且 0M  时，如将 P、Q 其中之

一和 E、 其中之一作为已知，或将 E、 作为已

知，则其余 3 个参数的反演具有惟一性。 
对于圆形隧洞，式(12)的第 2～6 式中独立方程

的个数仍为 4，而式(12)的第 8、9 式中独立方程的

个数仅为 2，故 5 参数可同时惟一辨识，完备的量

测信息应至少包含一个扰动应力增量量测信息、3
个位移量测信息，且量测信息总数不应少于 5 个。 

对于测点布置方式对参数辨识性的影响，本文

重点研究扰动应力增量测点布置对参数辨识性的影

响。对于位移测点，只要不布置在同一圆周或同一

过圆心的直线上，其测点布置方式对参数的可辨识

性不会有影响，限于篇幅，在此不作深入探讨。 
将 ( )ig z 代入式(11)，可得 

2 2 2 2
1 2 3( ) cos 2 2 sin 2 0c c R r c R r      （19） 

对所有扰动应力测点式(19)均成立，不妨设其

中某 2个扰动应力测点坐标为 1 1( ,  )k kr  ， 2 2( ,  )k kr  ，

将其代入式(19)可得到关于 1 2c c 、 3c 的线性方程

组，其相应的系数矩阵行列式为 4
12 sin(2 kR    

2
2 1 22 ) /( )k k kr r ，可见只要 0  ，即布置了满足条件

1 2sin(2 2 ) 0k k   的 2 个扰动应力测点（测点不在

同一条过圆心的直线上或相互垂直的两条过圆心的

直线上），则由式(19)可得到 1 2c c ， 3 0c  。此时，

只要位移测点不布置在同一圆周或同一过圆心的直
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线上，且布置了不少于 3 个位移测点，反演参数的

可辨识性同上。 
如果条件 1 2sin(2 2 ) 0k k   不满足，式(19)仅

能提供 1 个独立方程，则参数的可辨识性转化为应

力测点布置数目仅为 1 个的参数可辨识性问题。此

时，可得到关于 1 5~c c 的线性方程组为式(12)的第

2～6 式及式(13)，其系数矩阵经初等行变换可化为

式(14)的后 6 行组成的矩阵，故可知P Q 或 0M 
时，只要行列式(15) 0  ，位移测点不布置在同一

圆周或同一过圆心的直线上，且布置了不少于 4 个

位移测点，5 参数反演可同时惟一辨识。设 kr 和 k 分

别为扰动应力测点 kz 的模和辐角，将其代入式(15)，
可得惟一辨识出 5 参数需满足的条件为 

 2 2 ( ) cos 2 2 sin 2 0k k kR r P Q M       （20） 

具体地，由式(20)可得到结论：若 0P Q  ，

则 cot(2 ) 2 ( )k M P Q   时，P、Q、M、E 和 的

反演可同时惟一辨识；若 0M  ，则 tan 2 k   
( ) (2 )P Q M 时，P、Q、M、E 和 的反演可同时

惟一辨识。 
3.3  量测优化布置探讨 

工程实践中观测数据常不可避免地存在误差，

由于误差传逆效应使得反演结果难以切合实际，因

此，有必要对测点（线）布置进行优化选择。 
对于地下隧洞工程反分析，量测系统特性 k 与

反演参数 i 的函数关系可表征为 

1 2( , , , )k k mf             （21） 

取岩土力学参数真值 1 2( , , , )m     *  为基

准参数值，设量测真值为 k
，可得 

1 2( , , , )k k mf                 （22） 

显然，参数 i 在其各自可能的范围内变化时，

式(21)始终存立。现利用泰勒公式将式(21)右边在基

准参数值处展开并忽略高阶微量，可近似可得 

1 2
1

( , , , ) ( )
m

k k m ki i i
i

f x        


      （23） 

式中： k
ki

i

fx


 



 β β

为参数 i 的灵敏系数。记量测 

信息误差及反演参数误差 1( ,k k kf     2 , ,    
)m

 ， i i i     ，则式(23)可写为 

1

m

k ki i
i

x 


             （24） 

显然，误差模型式(24)可近似描述量测信息误

差与反演参数误差间的函数关系，因此依据现场量

测信息反演岩土力学参数的量测系统模型为 

 η X β             （25） 

式中： T
1 2 1 2( ,  ,  ,  ) ;  ( ,  , ,n        η β  

T)n ； X 为灵敏系数矩阵。 
式(25)两边取范数进行运算，可得 

1
 β η

X
≥             （26） 

式中： � 表示范数。 
由式(26)可见，量测值关于反演参数的灵敏系

数越大，反演参数误差越小。因此，测点（线）的

布置应按最灵敏原则进行优化布置，即选用各反演

参数的灵敏系数最大的测点（线）组合来布置位移、

扰动应力增量测点。 
特别地，对于线性模型，量测系统特性 k 与反

演参数 i 的线性函数关系可表示为 

η Xβ               （27） 

设 X是非奇异阵，则量测信息的微小误差对反

演解的影响可表征为 

1 β η
X X

β η
≤          （28） 

式(28)给出了解的相对误差上界，量测信息η
的相对误差在解中可能放大 1X X 倍。实际上，

量 1X X 刻画了由原始数据的相对误差引起的

解的相对误差大小，即刻画了用于反演的线性模型

的“病态”程度，称 1cond( )v v v
X X X （ 1,2v   

或）为矩阵 X 的条件数。因此，根据最灵敏原则

确定线性模型的优化量测布置的测点（线）时，测

点（线）组合应使得灵敏系数矩阵的条件数最小。 
具体地，对于圆形地下隧洞工程，围岩任意点

可量测到的径向位移的计算式为 
2 4 4

3 3

2 2 2

1 cos2 sin 2
2 2

4(1 )      cos2 sin 2
2

r
P Q R P Q R Ru M

E r r r

P Q R RM
E r r

  


 

   
    

 
  

 
 

                                       （29） 
测点扰动应力增量为 

2 2

1 2 2 22( ) cos2 4 sin 2R RP Q M
r r

        （30） 

测点径向位移及扰动应力增量关于参数 P、Q、

M、E 和 的灵敏系数分别为 
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2 4

1 3

2 2

2 4

2 3

2 2

2 2

3 2

1 cos 2
2 2

4(1 )         cos2
2

1 cos 2
2 2

4(1 )        cos 2
2

1 4(1 ) sin 2  

r
u

r
u

r
u

u R Rx
P E r r

R
E r

u R Rx
Q E r r

R
E r

u R Rx
M E rr














 

  
        




  

        



  

        

 

                                       （31） 

2

4 2

4 4

3 3

2 2 2

2

2 4

5 3

4 2 2

3

1 2
1

1
2

        cos2 sin 2
2

4(1 )        cos 2 sin 2
2

cos2
2 2

8   sin 2 cos2 sin 2
2

( )

r
u

r
u

u P Q Rx
E rE

P Q R RM
r r

P Q R RM
r rE

u P Q R P Q Rx
E r E r

M R P Q R RM
E E r rr

x



 


 





  

 

  
    


 


  

 
 

  
   


 
  

 
 


2

1 2
2 2

2
1 2

3 2

( )
2 cos2

( ) 4 sin 2

Rx
P Q r

Rx
M r





 


 


















 

      
  

 
   

 
                                       （32） 

式中：灵敏系数 1ux 、 2ux 、 3ux 、 4ux 、 5ux 、 1x 、 2x 、

3x 是关于测点位置坐标及待反演参数的函数。一

般情况下， 在 0～0.5 范围内取值。考察式(31)、
(32)可知，灵敏系数 1ux 在 , cos2 1r R    处取得

极大值； 2ux 在 , cos 2 1r R   处取得极大值； 3ux 随

r 的变化规律与  的取值大小有关，极值在 sin 2  
  1 方向上取得； 1 2,x x  在 , cos2 1r R    处

取得极值； 3x 在 ,sin 2 1r R    处取得极值；

4 5u ux x、 的变化规律较复杂，与反演参数的具体取

值有关。可见，对于圆形隧洞，反演参数 P、Q、M
的最佳测点布置应为上述取得极值的位移及扰动应

力增量量测点。 

4  算例验证 

圆形隧洞半径 R =1.5 m，初始地应力 P  1.4 
MPa， 1.0 MPa,Q  0,M  弹性模量为 2.255 GPa，
泊松比为 0.3，量测点（线）设置如图 2 所示，测线

①～③相对位移的理论值分别为-2.698×10-3、

-6.257×10-4、-1.467×10-3 m，测点坐标及径向位移、

扰动应力的理论量测值均列于表 1。 
为验证参数反演的可辨识性结论的正确性，本

文选取不同的位移、扰动应力量测点与测线①～③

组合构成 3 种不同的量测布置方案，并将相应的理

论位移、应力值取为量测值，采用优化反演方法[12]

同时反演五参数 P、Q、M、E 和 ，测点径向位移、

扰动应力量测布置方案及反演结果列于表 2。 
 

 
图 2  测点（线）设置 

Fig.2  Observation points (lines) arrangement 

 
表 1  测点坐标及理论量测值 

Table 1  Coordinates and theoretical measurement values 
of observation points 

测点（线）号 
测点坐标 
（r, ） 

径向位移 
/(10-4 m) 

扰动应力 
/MPa 

1 (1.5,0.) -7.263 -0.800 
2 (2.0,0.) -4.880 -0.450 
3 (2.5,0.) -3.694 -0.288 
4 (1.5,45.) -10.38 8.99×10-8 
5 (2.0,45.) -7.782 0.000 
6 (2.5,45.) -6.226 0.000 
7 (1.5,90.) -13.49 0.800 
8 (2.0,90.) -10.68 0.450 
9 (2.5,90.) -8.757 0.288 

10 (1.5,270.) -13.49 0.800 

 
表 2  量测布置方案及反分析结果 

Table 2  Scheme of measurement arrangement and result of back analysis 
量测布置方案 参数反分析结果 

方案 位移测点 应力测点 P/MPa  误差/%  Q/MPa  误差/%  M/MPa  误差/%  E/GPa   误差/%          误差 

方案 1 2、5、8 1、4、7、10 1.400 63  0.356   1.000 63  0.497   0.000 000         2.255 96   0.266  0.299 756  -0.652 

方案 2 2、3、5、8、9、6 1 1.395 13  -0.347  0.995 15  -0.485  0.000 018         2.249 45  -0.255  0.302 031   0.677 

方案 3 2、5、8、9 4、5、6 解不惟一 
   

10 

1  2   3 

6 
5 

4 

9 
8 
7 

① 
② 

③ 
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上述 3 种方案均量测信息完备，位移测点数量

足够且布置适当，参数 P、Q、M、E 和 反演的可

辨识性仅与应力测点的布置是否适当有关。对于应

力测点布置，仅方案 1、2 的测点布置适当，故可同

时惟一辨识出 5 参数 P、Q、M、E 和 。表 2 结果

表明，方案 1、2 的反演结果与理论解吻合较好，而

方案 3 的反演结果不惟一， P  1.627 46 MPa ，

1.162 97Q   MPa， 0M  ，E =2.620 85 GPa，
 =0.299 382 是其一组解，取其进行正算得到测点

4 的扰动应力为 1.044×10-7 MPa，测线①、②、③的

相对位移、测点 2、5、8、9 的径向位移及测点 5、
6 的扰动应力与表 1 中相应的理论值相同，而正算

结果与反演依据的测点（线）位移、测点扰动应力

相当吻合，可见本文探讨的关于参数反演的可辨识

性结论正确。 
对于量测优化布置，为便于分析，仍结合该算

例对反演 P、Q、M 的位移测点布置进行优化选择。 
依据式(31)、(32)，代入 E、 和 R 的值，可求

得各测点位移关于 P、Q、M 的灵敏系数，具体见

表 3。考察表 3 可知，测点 7、1、4 分别为参数 P、
Q、M 的灵敏系数最大测点。 

量测数据的精确程度常用误差来表征，其误差

有一定的范围，因此，可用区间变量[13]来描述。采

用区间分解表达式，径向量测位移向量可写为 

 I c c I,       U U U U U U U     （33） 

式中：U 为测点径向量测位移组成的向量； IU 为

位移向量所在的闭区间； cU 为量测位移均值向量，

U 为位移绝对误差向量，  I ,   U U U 。利用

区间分析理论[14]，根据逆反分析原理可得到 P、Q、

M 的解界限。 
 

表 3  测点灵敏系数 
Table 3  Sensitivity coefficients of observation points 

灵敏系数/(m/MPa) 
测点 

  xu1     xu2     xu3 

1 -3.459×10-4   1.211×10-3     0 

2 -4.013×10-4   1.050×10-3     0 

3 -3.735×10-4   8.923×10-4     0 

4 4.323×10-4   4.323×10-4  1.556×10﹣3 

5 3.243×10-4   3.243×10-4   1.451×10﹣3 

6 2.594×10-4    2.594×10-4   1.266×10﹣3 

7 1.211×10-3   -3.459×10-4     0 

8 1.050×10-3    -4.013×10-4       0 

9 8.923×10-4    -3.735×10-4       0 

10 1.211×10-3    -3.459×10-4       0 

考虑各测点位移的量测绝对误差均为 0.2×  
10-4 m，采用最优位移测点布置进行区间反演所得

的结果列于表 4。为便于比较，几种不同的位移量

测方案及位移反分析计算结果也一并列于表中。 
由表 4 可知，按最灵敏原则优化布置的量测方

案 1 反分析结果的相对误差较小。方案 2 与方案 1
相比，虽测点 5 关于M 的灵敏系数稍小，但灵敏系

数的矩阵条件数较小，故解的相对误差与方案 1 基

本相当。比较方案 3、4 可知，随着测点灵敏系数变

小，反分析解的相对误差变大。其中，方案 4 依据

文献给出的量测数据误差最小原则[15]应为最优量

测布置方案，事实上由于误差传递效应的影响，该

方案的反分析解的相对误差远大于方案 1。由此可

见，按最灵敏原则优化选择量测布置方案是正确的。

此外，对比方案 1、5 可知，增加量测信息的数目不

能改善解的精度。 
 

表 4  位移量测布置方案及区间反分析结果 
Table 4  Scheme of displacement measurement 
arrangement and result of interval back-analysis 

反演结果 
方 

案 

位移 

测点 
P      误差     Q     误差       M     误差 

/MPa     /%    /MPa    /%     /MPa    /% 

1 1、4、7 [1.377,1.423] 1.65 [0.977,1.023] 2.31 [-0.0257,0.0257]  

2 1、5、7 [1.377,1.423] 1.65 [0.977,1.023] 2.31 [-0.0241,0.0241]  

3 1、5、9 [1.367,1.433] 2.38 [0.974,1.026] 2.60 [-0.0270,0.0270]  

4 4、7、8 [1.278,1.522] 8.71 [0.631,1.369] 3.69 [-0.1491,0.1491]  

5 1、4、7、10 [1.377,1.423] 1.65 [0.977,1.023] 2.31 [-0.0257,0.0257]  

 
5  结  论 

（1）只要量测信息完备（除位移量测信息外，

还采集了应力信息），测点布置方式适当时，反演参

数满足相应的限制条件，5 个参数 P、Q、M、E 和

反演可同时惟一辨识。 
（2）隧洞形状的复杂性及测点的布置方式对参

数的辨识性有影响。简单孔形隧洞，参数反演具有

惟一性对参数的限制条件较多，对测点布置方式的

要求较高；而随着隧洞复杂性的提高，参数的限制

条件大为减少，对测点布置方式的要求也会降低。 
（3）工程实践中, 在保证参数可惟一辨识的基

础上，还应按最灵敏原则优化选择各反演参数的灵

敏系数最大的测点（线）组合来布置位移、扰动应

力增量测点，并尽量使得灵敏系数矩阵条件数较小，

以减少量测数据误差传递产生的影响。 
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